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Problema 1. Cartonase

Propusă de: prof. Marius Nicoli, Colegiul Nat, ional “Frat, ii Buzes, ti”, Syncro Soft, Craiova

Cerint
,
a 1

Pentru cerint,a 1 este suficient să parcurgem elementele vectorului care preced pozit, ia 𝑝𝑜𝑧 dată
s, i să ne oprim la prima valoare care este mai mare decât 𝑣 [𝑝𝑜𝑧], afis,ând pozit, ia respectivă. Dacă
nu sunt astfel de valori înaintea pozit, iei 𝑝𝑜𝑧, atunci solut, ia va fi 𝑝𝑜𝑧.

Cerint
,
a 2

Pentru a rezolva cerint,a 2, traversăm vectorul element cu element s, i la pozit, ia curentă decidem
dacă o afis,ăm sau nu.

O primă abordare este să parcurgem iarăs, i elementele de la început până la pozit, ia curentă s, i
să verificăm dacă toate sunt mai mici sau egale cu valoarea pozit, iei curente. Timpul de calcul
obt, inut este de ordinul 𝑂 (𝑁 2) s, i această solut, ie nu se va încadra în timp pentru toate datele de
test.
T, inând însă cont că toate elementele vectorului sunt distincte s, i au valori de la 1 la 𝑁 ,

observăm că pozit, ia curentă 𝑖 este una care trebuie afis,ată dacă s, i numai dacă maximul din
vector dintre elementele aflate până la pozit, ia 𝑖 este egal cu 𝑖 (valoarea pozit, iei curente).

Astfel, scriem un algoritm de calcul al maximului dintr-un vector, iar la pozit, ia curentă 𝑖 este
suficient să-l afis,ăm pe 𝑖 dacă s, i numai dacă maximul de până acum este 𝑖 . Această abordare are
timp de calcul de ordin 𝑂 (𝑁 ).

Cerint
,
a 3

Solut, ia optimă pentru cerint,a 3 este asemănătoare cu cea descrisă pentru cerint,a 2. De data
aceasta însă, la pozit, ia curentă 𝑖 este necesar să păstrăm atât maximul cât s, i al doilea maxim.
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Observăm că putem decide să afis,ăm pozit, ia 𝑖 dacă primul maxim este strict mai mare decât 𝑖 s, i
al doilea maxim este mai mic sau egal cu 𝑖 . Avem, de asemenea, timp de calcul de ordin 𝑂 (𝑁 ).

Problema 2. Casute

Propusă de: Dan-Constantin Spătărel, Bucures, ti

Cazurile 1 s
,
i 2 (50 de puncte)

Dacă 𝑁 ≤ 3000 atunci putem folosi un vector de dimensiune 𝑁 + 1 (deoarece vectorii sunt
indexat, i de la 0, nu de la 1 ca în problemă) pentru a t, ine evident,a numerelor naturale aflate în
fiecare căsut,ă pe parcursul executării celor 𝑄 operat, ii.
Cu ajutorul unui vector putem rezolva fiecare dintre cele 3 operat, ii relativ us,or, astfel:

1. Operat, iile de primul tip se rezolvă cu o atribuire în cadrul unei structuri repetitive de tip
𝑓 𝑜𝑟 .

2. Răspunsul pentru de al doilea tip de operat, ie se obt, ine accesând elementul de pe pozt, ia
𝑝𝑜𝑧 din vector.

3. Răspunsul pentru de al treilea tip de operat, ie se obt, ine prin determinarea maximului s, i
prin contorizarea numărului de aparit, ii al acestuia în vector, în intervalul 𝑠𝑡 inclusiv 𝑑𝑟
exclusiv.

Complexitatea spat, iu: 𝑂 (𝑁 )
Complexitatea timp: 𝑂 (𝑄𝑁 )

Cazurile 1 s
,
i 3 (50 de puncte)

Avem de răspuns numai la operat, ii de tip 2.
Observăm că rezultatul unei operat, ii de tip 2 depinde doar de ultima operat, ie de tip 1 care a

afectat căsut,a 𝑝𝑜𝑧 înainte de executarea operat, iei de tip 2.
Deoarece 𝑄 <= 3000 putem stoca toate operat, iile, în ordinea în care trebuie executate (de

exemplu cu ajutorul a 5 vectori cu denumirile: 𝑡𝑖𝑝 , 𝑠𝑡 , 𝑑𝑟 , 𝑛𝑟 s, i 𝑝𝑜𝑧).
Putem găsi răspunsul pentru fiecare operat, ie de tip 2 astfel: căutăm operat, ia anterioară, cea

mai recentă, de tip 1, cu proprietatea: 𝑠𝑡1 ≤ 𝑝𝑜𝑧2 < 𝑑𝑟1 - răspunsul este 𝑛𝑟1. Dacă nu există
nicio astfel de operat, ie atunci răspunsul este 0.
Dacă observăm că există o echivalent,ă între procesul de init, ializare a căsut,elor cu valoarea

0 s, i operat, ia fictivă 𝑡𝑖𝑝 = 1 𝑠𝑡 = 1 𝑑𝑟 = 𝑁 + 1 𝑛𝑟 = 0, atunci o alternativă, pentru a evita
cazul particular de mai sus, este să adăugăm, înainte de citirea operat, iilor din fis, ierul de intrare,
această operat, ie.

Complexitatea spat, iu: 𝑂 (𝑄)
Complexitatea timp: 𝑂 (𝑄2)

2



Cazurile 1, 2 s
,
i 3 (75 de puncte)

Putem combina cele două solut, ii de mai sus, într-o singură sursă, astfel: Dacă 𝑁 ≤ 3000 atunci
rezolvăm problema folosind prima solut, ie, altfel rezolvăm problema folosind a doua solut, ie.

Toate cazurile (100 de puncte)

Dacă 𝑁 = 109, atunci orice fel de solut, ie care va încerca să ret, ină valorile din fiecare căsut,ă va
obt, ine verdictul limită de memorie depăs, ită. Se impune astfel să economisim memoria utilizată.

Putem observa că toate cele 𝑁 căsut,e pot fi împărt, ite în intervale maximale (care nu mai pot
fi extinse) de căsut,e consecutive cu proprietatea că orice operat, ie de tip 1:

• fie nu modifică niciuna dintre căsut,ele din interval;

• fie modifică toate căsut,ele din interval.

De aceea, dacă am identifica aceste intervale, am putea ret, ine pentru fiecare dintre ele un
singur număr natural: valoarea din fiecare dintre căsut,ele din interval.

Să analizăm următorul exemplu: 𝑁 = 50 s, i 4 operat, ii de tipul 1 (inclusiv operat, ia suplimentară
echivalentă cu init, ializarea):

Intervale 1...5 6...16 17...24 25...31 32...35 36...41 42...50
index 1 6 17 25 32 36 42 51

tip=1 st=1 dr=51 nr=0 0 0 0 0 0 0 0
tip=1 st=6 dr=42 nr=6 0 6 6 6 6 6 0
tip=1 st=25 dr=36 nr=4 0 6 6 4 4 6 0
tip=1 st=17 dr=32 nr=5 0 6 5 5 4 6 0

Intervalele, vectorul index s, i valorile după fiecare dintre cele 4 operat, ii

Observăm că toate intervalele pot fi descrise cu ajutorul vectorului 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 (descris în tabelul
de mai sus) prin două elemente consecutive ale sale. Mai mult dect atât, observăm că elementele
vectorului 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 sunt toate valorile 𝑠𝑡 s, i 𝑑𝑟 de la toate operat, iile de tip 1, sortate crescător.

În acest moment putem rezolva us,or operat, iile de tip 2, identificând din ce interval face parte
𝑝𝑜𝑧.

Operat, iile de tip 3 sunt mai dificil de rezolvat, deoarece trebuie să identificăm atât intervalele
care contribuie la rezultatul unei operat, ii cât s, i lungimea intersect, iei dintre aceste intervale s, i
intervalul operat, iei.

O modalitate facilă de a simplifica rezolvarea, atât petru operat, iile de tip 3 cât s, i pentru cele
de tip 2 este să adăugăm în plus la vectorul index atât valorile 𝑠𝑡 s, i 𝑑𝑟 de la toate operat, iile de
tip 3 cât s, i valorile 𝑝𝑜𝑧 de la toate operat, iile de tip 2. Acest proces va avea ca efect fragmentarea
suplimentară a intervalelor, astfel încât ele îs, i vor pierde proprietatea de maximalitate însă cu
următoarele beneficii:

• valorile 𝑝𝑜𝑧 ale operat, iilor de tip 2 se vor afla numai la începutul unui interval;

• intervalele formate sunt complet incluse în intervalul 𝑠𝑡 inclusiv 𝑑𝑟 exclusiv al oricărei
operat, ii de tip 3.

3



Algoritm

Folosind tehnica descrisă în a doua solut, ie, vom stoca toate operat, iile, în ordinea în care trebuie
executate.

Într-un vector numit 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 vom pune laolaltă toate valorile 𝑠𝑡 , 𝑑𝑟 s, i 𝑝𝑜𝑧 de la toate operat, iile,
inclusiv valorile speciale 1 s, i 𝑁 + 1 corepunzătoare operat, iei fictive 𝑡𝑖𝑝 = 1 𝑠𝑡 = 1 𝑑𝑟 = 𝑁 + 1
𝑛𝑟 = 0, echivalentă cu procesul de init, ializare a căsut,elor.

Vom sorta elementele vectorului 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 s, i apoi vom elimina dublurile (elementele care se
repetă).

Similar cu prima solut, ie, vom folosi un vector de aceeas, i lungime ca s, i vectorul 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 pentru
a stoca valorile celulelor din fiecare interval în parte.
Operat, iile de primul tip se rezolvă astfel:

• cu ajutorul unei structuri repetitive se caută pozit, ia elementului 𝑠𝑡 în vectorul 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 ;

• cu ajutorul unei structuri repetitive se caută pozit, ia elementului 𝑑𝑟 în vectorul 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 ;

• în cadrul celei de-a doua structuri revetitive se modifică vectorul de valori.

Răspunsul pentru de al doilea tip de operat, ie se obt, ine astfel:

• cu ajutorul unei structuri repetitive se caută pozit, ia elementului 𝑝𝑜𝑧 în vectorul 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 ;

• rezultatul operat, iei se regăses, te în vectorul de valori la pozit, ia găsită la pasul anterior.

Răspunsul pentru de al treilea tip de operat, ie se obt, ine astfel:

• cu ajutorul unei structuri repetitive se caută pozit, ia elementului 𝑠𝑡 în vectorul index;

• cu ajutorul unei structuri repetitive se caută pozit, ia elementului 𝑑𝑟 în vectorul index;

• în cadrul celei de-a doua structuri revetitive se calculează valoarea maximă din vectorul
de valori;

• atunci când actualizăm maximul, resetăm numărul său de aparit, ii la lungimea intervalului
curent;

• de fiecare dată când găsim o nouă aparit, ie maximului, cres, tem numărul său de aparit, ii cu
lungimea intervalului curent.

Operat, ia de eliminare a dublurilor din vectorul index poate fi opt, ională. În funct, ie de detaliile
de implementare, unele implementări pot lua punctaj maxim des, i nu elimină dublurile.
Complexitatea spat, iu: 𝑂 (𝑄)
Complexitatea timp: 𝑂 (𝑄2)

Problema 3. Perechi

Propusă de: stud. Jonathan Mogovan, Universitatea “Babes, -Bolyai”, Cluj-Napoca, Cluj
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Cerint
,
a 1

Pentru cerint,a 1 este suficient să găsim cel mai din dreapta element care respectă condit, ia.
Parcurgem s, irul s, i identificăm cel mai mic număr 𝑌 pentru care suma 𝑋 +𝑌 este divizibilă cu 𝐾 ,
alegând pozit, ia celui mai din dreapta 𝑌 . Complexitate: 𝑂 (𝑁 ).

Cerint
,
a 2

Pentru cerint,a 2, o abordare naivă verifică toate perechile posibile în două bucle s, i marchează
valorile din perechile valide pentru a nu le reutiliza. Complexitatea de timp este: 𝑂 (𝑁 2).

Solut, ia optimă împarte numerele în funct, ie de resturile lor la 𝐾 cu ajutorul unui vector de
frecvent,ă s, i le grupează în perechi de forma (𝑅, 𝐾 −𝑅), unde 1 ≤ 𝑅 ≤ 𝐾/2. Se analizează separat
cazurile pentru restul 0 s, i pentru 𝐾 par. Pentru fiecare pereche de forma de mai sus, adunăm la
rezultat diferent,a dintre valoarea frecvent,ei mai mari s, i valoarea frecvent,ei mai mici.
Complexitate: 𝑂 (𝑁 + 𝐾).
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