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Problema 1. diff

Propusa de: prof. Dan Pracsiu - Liceul Teoretic "Emil Racovita", Vaslui

Cerinta 1-30p

Se utilizeazd un vector de frecvente, notat cu fr, de lungime 10, in care fr[i] retine numarul de
aparitii ale cifrei i in sirul a, i = 1..9. Parcurgem sirul a si fiecare cifré a[i] o contorizim in fr,
iar la final aflam valoarea maximai din fr.

Cerinta 2 - 30p

Ca si la prima cerinta, utilizim vectorul fr. Parcurgem sirul a si la fiecare pas i = 1..n, il punem
pe a[i] in vectorul de frecvente. In acest moment in fr avem memorat numairul de aparitii ale
fiecdrei cifre de la 1 la 9 din secventa a[1], a[2], ..., a[i]. Actualizidm diferenta maxima dintre
doud valori nenule din fr.

Cerinta 3 - 40p
Solutia 1

Avem doui etape:

1. Sa consideram pentru inceput doua cifre distincte c1 si c2. Dorim s determinam diff-ul
maxim (diferenta maxima dintre numarul de aparitii ale lui ¢1, minus numérul de aparitii
ale lui ¢2) care se obtine dintr-o secventa din sir.

Construim un vector d de lungime n.

Parcurgem sirul a si la fiecare pas i avem cazurile:

o ali] =cl,atuncid[i] =d[i-1]+1



e ali] = c2,atuncid[i] =d[i—1] -1
o ali] # clsiali] # c2, atuncid[i] =d[i— 1]

Deci valorile din d cresc atunci cand ddm peste cifra c1, scad cAnd dim peste c2 sau raimén
nemodificate in cazul celorlalte litere. La fiecare pas i, vom retine in variabila mn cea
mai mica valoare a lui d care s-a obtinut pana atunci cind s-a gasit o cifra c2. Diferenta
maxima diff se actualizeazi cu valoarea d[i] — mn de fiecare data cind intalnim o cifra c1.

Atentie, valorile din d pot fi si negative sau zero, dar trebuie s& ne asigurdm ca valoarea
mn s-a obtinut atunci cand am intalnit cel putin un c2.

2. Facem acelasi algoritm pentru cele doua cifre c1 si ¢2, parcurgind sirul de la dreapta la
stanga.

Etapele 1 si 2 le efectuam pentru orice cifre diferite, 1 < c¢1 # ¢2 < 9. Numarul de pasi la
cerinta3vafideci9*8+n="72x*n.

Solutia 2

Rezolvarea cerintei este bazata pe algoritmul de subsecventd de suma maxima (Kadane).

Pentru fiecare pereche de cifre c1sic2,1 < c1,¢c2 < 9, c1 # c2 parcurgem sirul a si pentru
fiecare element a; al sirului vom defini variabila x astfel: 1 daca a; = c1, —1 dacd a; = ¢2 sau 0
in caz contrar.

Vom adduga valoarea x la suma subsecventei curente, suma ce reprezinta de fapt diff-ul
maxim al subsecventei pentru care cifra c1 are numarul de aparitii maxim, iar cifra c2 are
numaérul de aparitii minim.

Evident, vom retine valoarea maxima a sumei secventei doar daci cifra c2 apare.

for(int cl=1; cl<=9; cl++)
for(int c2=1; c2<=9; c2++)

{
if (¢l == c2) continue;
int ok = 0, x, s = 0;
for(int i=1; i<=n; i++)
{ ///alg. lui Kadane
if (c[i] == c1) x = 1;
else if (c[i] == c2) x = -1, ok = 1;
else x = 0;
s = s + X;
if (ok) diff = max(diff, s);
if (s < 0) s = 0, ok = 0;
}
}



Problema 2. prime

Propusda de: prof. Pit-Rada Ionel-Vasile - Colegiul National "Traian", Drobeta-Turnu Severin

Solutia 1

Cerinta 1-50p
Varianta 1-1 - O(Q * N # sqrt(N))

Parcurgem cele Q interogéri si pentru fiecare pereche a, b vom numaéira numerele prime din
secventa a, a + 1, ..., b. Punctajul obtinut va depinde de modul cum verificim primalitatea unui
numar.

Varianta 1-2 - O(N #sqrt(N) + Q = N)

Verificam primalitatea fiecarui numér din secventa 0...N si pastram informatiile intr-un vector
v[i] = 1, daca i este prim, respectiv v[i] = 0 dacd i nu este prim. Parcurgem cele Q interogiri si
pentru fiecare pereche a, b vom numara numerele prime din secventa a,a + 1, ..., b.

Varianta 1-3 - O(N * log(N) + Q = N)

Utiliz&dm ciurul lui Eratostene si construim vectorul ciur[i] = 0, daci i este prim, respectiv
ciur[i] = 1, in caz contrar. Parcurgem cele Q interogdri si pentru fiecare pereche a, b vom
numara numerele prime din secventa g, a + 1, ..., b insuménd valorile.

(1 =ciur[a]) + (1 —ciur[a+1]) + ... + (1 — ciur[b])

Varianta 1-4 - O(N = log(N) + Q)

Utilizdm ciurul lui Eratostene calculim vectorul de sume partiale s[0...N]. Parcurgem cele Q
interogari si pentru fiecare pereche a, b vom numara numerele prime din secventaa,a+1,...,b
astfel: daca a = 0, atunci numarul de numere prime este s[b], in caz contrar (@ > 0) numérul de
numere prime este s[b] — s[a — 1].

Cerinta 2 - 50p

Varianta 2-1- O(Q * N = N = sqrt(N))

Parcurgem cele Q interogiri si in cadrul fiecirei interogari parcurgem toate secventele [a..b] cu
0 <= a <= b <= N si numaram numerele prime in cadrul fiecdrei secvente.

Punctajul obtinut va depinde de modul cum verificim primalitatea unui numar si de modul
cum efectudm numérarea.

Varianta 2-2 - O(N #log(N) + Q * N = N)

Imbunititim varianta 2 — 1 utilizdm ciurul lui Eratostene.



Varianta 2-3 - O(N *log(N) + N * N + Q)

Imbunititim varianta 2 — 2 astfel incat si facem doar o singura dati parcurgerea secventelor.
Pentru aceasta folosim un vector de frecventi ce calculeazid numarul de secvente cu p numere
prime.

Parcurgem cele Q interogari si pentru fiecare interogari afisam corespunzator frecventa
ceruta.

Varianta 2-4

Utilizand ciurul lui Eratostene calculam vectorul prime[] cu cele nr numere prime cuprinse in
[0..N], addugdm vectorului elementele prime[0] = —1 si prime[nr + 1] = N + 1.

Se observi ci pentru interogérile in care se cere numarul secventelor care nu contin numere
prime solutia se obtine dacd numaram pentru fiecare interval de valori prime[i] + 1,...prime[i+
1] — 1 cate secvente [a..b] avem cu prime[i] +1 <=a <=b <= prime[i+1] — 1,0 <=i <= nr.

Notam cu x = prime[i+ 1] — prime[i] — 1

Formula este 1+ 2+ ... + x = x * (x + 1) /2 (obtinuta cu formula lui Gauss)

Pentru interogarile in care se cere numarul secventelor care contin p numere prime, cup >=1,
solutia este sa calculam numaérul de secvente [a..b] cu prime[i — 1] + 1 <= a <= prime]i] si
prime[i+p—1] <=b <=prime[i+p] —1,cu0 <=i<=nr+1-p.

Vom nota cu x = prime[i] — prime[i — 1] sicuy = prime[i + p] — prime[i +p — 1]

Formula acum se reduce la x * y

Trebuie insumate aceste produse pentru a obtine rezultatul, care se memoreaza pentru a nu
mai fi recalculat

O(N % log(N) + pi(N) = min(Q, pi(N))), unde pi(N) reprezintd numirul numerelor prime
<= N.

Solutia 2

Construim cu ciurul lui Eratostene un vector caracteristic a, de lungime 50000, in care a[i] = 1,
daca i este numar prim sau a[i] = 0, dacd i nu este numar prim. Pe baza acestui vector construim
apoi sumele partiale sp, deci sp[i] = a[0] + a[1] +- - - + a[i].

Cerinta 1 Complexitate O(N*log(log(N))+Q)

Pentru fiecare intrebare datd prin perechea (i, j), numérul de numere prime din intervalul [i, j]
este dat de sp[j] — sp[i — 1]. Atentie, daca i = 0, atunci raspunsul este sp[j] — sp[0].



Cerinta 2 Complexitate O(N x* log(log(N)) + N = pi(N)) + Q), unde pi(N)
reprezinta numarul numerelor prime <= N

Pentru a intelege mai bine algoritmul la aceasta cerinta, sd vedem cum arata vectorii a si sp
pentru numerele de la 0 la 16:
i =0123456789 10 111213141516
a =0011010100 0 1 01 0 0 O
sp=0012233444 4 55 6 6 6 6

Retineti ci cei doi vectori au de fapt lungimea 50000. Construim (precalculam) inca doi
vectori, fr si cnt, in care fr[i] = cite valori din sp sunt egale cu i cnt[i] = cAte secvente au

exact i numere prime

Vectorul fr se construieste usor, parcurgand sp. Cum construim insa pe cnt? Presupunem ca
suntem la un pas i = 1..n si consideram x = sp[i].

Cate secvente care se termina cu pozitia i contin zero numere prime? Réspunsul este dat de
numaérul de valori egale cu x obtinute anterior. Sa ne uitdm la vectorul a obtinut mai sus. La
pozitia 10 avem x = sp[10] = 4. Anterior mai avem inci trei de 4, deci sunt trei intervale care
se termina cu 10 si au zero numere prime: [8,10], [9, 10] si [10, 10]. Deci in c¢nt[0] vom adauga
numadrul de valori de x retinute anterior in vectorul fr.

Aseminitor, pentru x = sp[i], cite secvente care se termind cu pozitia i si au de exemplu
doua numere prime? Raspunsul este fr[x — 2], care se adauga la cnt[2].

Ideea este deci ci la fiecare pas, pentru x = sp[i], pentru orice j = 0..x putem contoriza cate
intervale care se termina cu i au exact j numere prime, contorizand in cnt[j] valoarea fr[x — j].
Nu uitdm ca la final sa-1 addugam in fr pe x.



Problema 3. special

Propusa de: prof. Arisanu Ana-Maria - Colegiul National "Mircea cel Batran", Ramnicu-Valcea

Consideratii matematice

Numarul natural ab este special &= Ez =Xyz &= y=x+z = EZ =100-x+10- (x +
D4z = ab =110 -x+11-z = ab =11-%2 — ab € {11,22,33)

ab=11 — ab =121

ab=22 = ab_= 485

ab=33 = ab = 1089 care nu convine pentru ca nu are 3 cifre.

Deci, doar 11 si 22 pot fi considerate numere speciale.

Un numar devine numar special prin eliminarea cel putin a unei cifre dacd numarul are cel
putin 3 cifre si contine cel putin doua cifre de 1 sau cel putin doua cifre de 2.

Observatie

Din cauza restrictiilor impuse solutia optima nu poate fi obtinuta prin construirea efectiva a
matricii.

Cerinta 1-50p

Solutie de 35p - O(N X M)

Se genereazi toate elementele matricii si se verifica, pentru fiecare numar format din doua cifre,
daca acesta indeplineste conditia de ,numir special”.

Solutie de 43p - O(N x M)

Se calculeazd frecventa de aparitie a numerelor 11 si 22, conform formulei date.

Solutie de 50p - complexitate O(N + M)

propusi de prof. Pit Rada Ionel-Vasile - Colegiul National "Traian", Drobeta-Turnu Severin

Se observa ci, pe fiecare linie a matricii variatia rezultatului formulei de calcul este dati de
termenul 4 * j (deoarece 15 * i + 2025 riméne constant pe linie).

Aplicand proprietatea modulo (a+b)%k = (a%k+b%k)%k se precalculeaza resturile termenilor
(4 = j)%k, pentru j variind de la 0 la M — 1.

Pentru fiecare linie i, valoarea x = (15 * i + 2025) %k este constant si ca urmare numerele 11,
respectiv 22 nu pot aparea decat in coloanele j pentru care (4% j)%k = 11 —x, (4% j)%k = 22 —x
sau (4 * j)%k = (k — x +11), (4 = j)%k = (k — x + 22).



Cerinta 2 - 50p
Solutie de 30p - O(N x M)

Se simuleazi deplasirile construind matricile timpilor de acces la celule si se determini pe baza
acestora punctele de intalnire. Se contorizeaza doar punctele de intalnire care au numere de cel
putin 3 cifre si care contin fie cel putin doui cifre de 1, fie cel putin doua cifre de 2 (sau ambele).

Solutie de 50p - O(max(gcd(N, M), log(min(N, M))))

propusi de prof. Georgescu Alice - Colegiul National "Mihai Viteazul", Ploiesti

Un punct de intilnire (lin, col) are urméitoarea proprietate intr-o matrice de dimensiune
N X M (indexati de la 0) lin- M +col =col - N+lin = lin-(M-1)=col-(N-1) =
linfcol=(N-1)/(M—-1),cu0 <lin<N-1,510 < col <M —1 (relatia 1)

Aceasta inseamna ci toate punctele de intalnire mentin un raport constant intre indicele
liniei si indicele coloanei, egal cu (N — 1)/(M — 1).

Prin urmare, numarul punctelor de intilnire este legat de GCD(N — 1, M — 1) si coodonatele
acestor puncte se pot calcula direct din relatia 1.
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