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Problema 1. Joc

Propusa de: prof. Emanuela Cerchez, Colegiul National "Emil Racovitd" Iasi

Solutia 1

Vom retine elementele triunghiului intr-o matrice T cu N linii si N coloane, deasupra diagonalei
principale.

Cerinta 1

Asezarea elevilor pe scaune reprezinta o permutare de ordin N, pe care o vom reconstitui intr-un
vector sol cu N elemente, numerotate de la 1 la N. Pentru a reconstitui permutarea minima din
punct de vedere lexicografic:

« T[1][N] reprezinta pozitia elementului minim (adici 1); deci, vom plasa in permutare
elementul 1 pe pozitia T[1][N].

. In stanga elementului 1 se vor afla T[1][N] — 1 elemente, iar in dreapta sa celelalte
N — T[1][N]; pentru a obtine permutarea minima din punct de vedere lexicografic, vom
alege si plasdm in stinga cele mai mici T[1][N] — 1 elemente, adica valorile 2, 3, ...,
T[1][N], iar in dreapta celelalte.

« Am redus astfel problema la rezolvarea a doua subprobleme de acelasi tip, pe care le vom
rezolva recursiv, ele fiind independente.

Putem formula o subproblemi la modul general astfel: “sa se reconstituie secventa din
permutarea sol de la pozitia st, pana la pozitia dr (inclusiv), stiind cé in aceasta secventa se vor
plasa valori distincte cuprinse intre valoarea minim si valoarea maxim”.

Functia reconstituire implementeaza recursiv acest procedeu:



void reconstituire (int st, int dr, int minim, int maxim)
{int pozmin;
if (st<=dr)
{pozmin=T[st][dr];
sol [pozmin]=minim;
reconstituire (st ,pozmin-1,minim+1, minim+pozmin-st);
reconstituire (pozmin+1,dr, minim+pozmin-st+1,maxim);

}

Cerinta 2

Pentru a numira cate modalitati de reconstituire a permutarii existi procedam intr-un mod
similar:

« plasim elementul minim pe pozitia pozmin = T[st][dr];

« au ramas dr — st elemente din care trebuie sd alegem pozmin — st elemente pentru a fi
plasate pe pozitiile st... pozmin — 1; aceasta se poate face in combinari de dr — st luate
cte pozmin — st moduri (in dreapta fiind automat plasate elementele ramase)

void numarare(int st, int dr)

{
if (st<dr)
{
int pozmin=T[st][dr];
combinari(dr-st,pozmin-st);
numarare (st ,pozmin -1);
numarare (pozmin+1,dr);
}
}

Se obtine un produs de combindri care trebuie calculat pe numere mari; pentru aceasta vom
retine intr-un vector p descompunerea in factori primi a acestui produs (p[x]=puterea factorului
prim x in produsul combinarilor).

void combinari(int n, int m)
{if (m>0 && m<n)
{descompunere (n-m+1,n,1);
descompunere (2 ,m, -1); }
}
void descompunere(int st, int dr, int semn)
//descompune in factori primi produsul numerelor naturale de la st la dr
//semn=1 daca produsul este la numarator (puterile factorilor primi se aduna)
//semn=-1 daca produsul este la numitor (puterile factorilor primi se scad)
{int k, d, x;
for (k=st; k<=dr; k++)
{for (d=2, x=k; d+«d<=x; d++)
while (x%d==0)
{p[d]+=semn; x/=d;}
if (x>1) p[x]+=semn;

}



Pentru a calcula rezultatul final este suficient sa inmultim la rezultat factorii primi la puterea
corespunzitoare, fiind necesara doar o functie de inmultire a unui numéar mare cu un numar
mic.

Solutia 2 - prof. Adrian Panaete

Pentru a evita abordarea recursiva de mai sus se poate simula recursivitatea utilizdnd o stivd in
care se vor memora intervalele de care se ocupa fiecare apel recursiv. Obsevim ca in ambele
cerinte recursivitatea functioneazi in modul urméator

« un apel recursiv se va face pe un interval de indici [st, dr];

- apelul izoleaza o pozitie mi a intervalului [st, dr] pe care o trateaza individual (in moduri
diferite in functie de cerinta)

- se apeleaza functia recursiva pe intervalul [st, mi — 1] (daca acesta nu este vid)
« se apeleaza functia recursivi pe intervalul [mi + 1, dr] (daci acesta nu este vid).

Putem observa ca fiecare procesare se refera la intervale de indici [st, dr] si recursivitatea va
procesa aceste intervale intr-o anumita ordine.

In loc sa folosim o functie recursiva putem folosi o stivé in care si adiugam si/sau s elimindm
intervale astfel incat sa procesam toate intervale din solutia recursiva, iar procesarea si se
realizeze in aceeasi ordine ca in solutia recursiva.

Pentru a realiza acest lucru se foloseste urmatorul algoritm:

« Addugam in stivi intervalul [1, n].

« Cat timp exista elemente in stiva:

— Scoatem intervalul [st, dr] din varful stivei.

Identificam si procesim pozitia mi.

Adiugam in stivi intervalul [mi + 1, dr] (dacd nu este vid).

Adaugam in stivi intervalul [st, mi — 1] (daca nu este vid).

In rest, toate detaliile de implementare sunt la fel ca in solutia recursiva.

Problema 2. succes
Propusa de: stud. Alin Rdileanu, Facultatea de Informatica, Universitatea "Alexandru Ioan Cuza" Iasi
Pentru inceput, vom defini functiile:
« sc(i, j) - factorul de succes al secventei delimitate de indicii i si j
« insc(i, j) - factorul de insucces al secventei delimitate de indicii i si j

« U(i, j) - multimea obtinuti prin reuniunea multimilor din secventa delimitata de indicii i
sij.



Subtask 1-1 < N <100 - 12 puncte

Se vor testa toate secventele sirului de multimi prin selectarea in maniera bruta a celor doud
capete i si j (1 <i < j < N), iar apoi prin calcularea celor 2 valori sc(i, j) si insc(i, j).

Cei doi factori pot fi calculati in complexitate timp O(N X M), iar selectarea tuturor secventelor
in O(N?).

Complexitatea finald va fi O(N® x M).

Subtask 2 - 100 < N < 1000 - 13 puncte

Similar primului subtask, se vor testa toate secventele sirului de multimi prin selectarea in
maniera bruti a celor doua capete i si j (1 < i < j < N), iar cei 2 factori se pot actualiza in
O(M) la fiecare schimbare de capit dreapta.

Complexitatea finala va fi O(N? x M).

Subtask 3 - Numerele din A si B sunt pozitive - 20 puncte

Pentru acest caz, sc si insc vor fi crescitoare pentru un capit stanga setat (1).
Totodat3, faptul ca cele 2 siruri au doar numere pozitive garanteaza ca insc(i, j) < insc(i+1, j).
Deci, daca insc(i, j) < K, atunci si insc(i + 1, j) < K (2).
Din (1) si (2) rezultd cd putem aplica tehnica "Two Pointers" pentru acest caz, optimizand
solutia de la subtask-ul 2.
Complexitatea finald va fi O(N x M).

Subtask 4 - Restrictii initiale - 55 puncte

Spre deosebire de subtask-ul precedent, functiile sc si insc nu mai sunt monotone.

Totusi, functia U este monotona pentru un capit stinga setat, intrucat operatia de reuniune
este monotona (1).

Cum cardinalul maxim al unei multimi este M si (1), rezulta ca functia U va avea cel mult M
schimbari de rezultat pentru un capat stanga setat.

Cum functiile sc si insc isi schimba rezultatul doar atunci cand si functia U isi schimba
rezultatul, o buna optimizare pentru solutia de la subtask-ul 2 este sa parcurgem pentru un
capit stanga setat doar capetele dreapta care aduc o schimbare de rezultat pentru functia U.

Putem observa ca pentru un indice i, functia U (i, j) isi modifica rezultatul doar atunci caAnd
multimea de la pozitia j contine un element care nu se gaseste in niciuna dintre multimile de la
ilaj—1.

Astfel, putem parcurge multimile de la N la 1 si sa retinem tabloul last cu semnificatia:

last[x] Ji<j<N), J este cel mai mic indice al unei multimi parcurse care contine elementul x
ast[x] =
N +1, daca nu existd un astfel de indice.

In continuare, la fiecare iteratie vom actualiza valorile din last, apoi vom parcurge numerele
de la 1 la M in ordinea crescitoare a valorilor din last si vom testa rezultatele sc si insc, avand
in vedere doar starile valide.

Pentru parcurgerea in ordinea dorita, valorile pot fi sortate sau se poate utiliza urméatorul
“trick":



« punem la inceput in sortare toate valorile care nu se gasesc in multimea de la indicele
curent, in ordinea in care se giseau in sortarea finalad de la indicele precedent

 punem la final in sortare elementele multimii de la indicele curent.

Pentru solutia cu sortare, complexitatea timp va fi O(N X M xlog(M)), iar in urma optimizarii,
complexitatea obtinuti va fi O(N X M).
Mai exista si solutii O(N X M X log(N)) bazate pe precalculiri si ciutare binara pe rezultat.

Problema 3. Vnoroc

Propusa de: stud. Victor Botnaru, Facultatea de Automatica si Calculatoare, Universitatea Nationald de Stiinta si
Tehnologie POLITEHNICA Bucuresti

Solutia 1
Observatii initiale:

« Numadrul 1 este singurul numér natural care nu are divizori mai mari decit 1, prin urmare
toate valorile egale cu 1 vor fi eliminate din sir de la inceput (si contorizate ca elemente
eliminate).

« Numarul 0 este singurul numaér natural care este divizibil cu orice alt numar natural
nenul. Vom partitiona sirul dat in secvente de valori care nu contin zerouri i vom rezolva
problema pentru aceste secvente, zerourile fiind ,punti de legaturd” intre solutiile obtinute
pentru aceste secvente (utilizand zerourile vom putea concatena aceste solutii, inserdnd

zerourile pe pozitiile corespunzatoare).
Vom analiza in continuare secvente de valori > 1.

« Daca secventa contine doar cifrele 2, 3, 5, 7 (cifre prime), oricare doua elemente diferite
nu au divizori comuni diferiti de 1. Numarim céte cifre de 2, 3, 5 respectiv 7 avem in sirul
initial. Solutia va fi alcatuité din cifra care apare de cele mai multe ori. In caz de egalitate,
luam cifra cea mai mica, pentru a face sirul minim lexicografic.

« Daci secventa contine doar cifrele 2, 3, 4, 5, 7, solutia problemei nu se schimbd mult,
deoarece 4 poate fi asimilat cu 2, in ceea ce priveste divizorii. Daca dorim si reconstituim
solutia minim lexicografica, trebuie si adaugam inca o verificare. In cazul in care pentru o
secventd data, numarul maxim de aparitii este detinut de cifrele 3 la egalitate cu numarul
de aparitii ale cifrelor 2 sau 4, atunci trebuie sa verificim daca primul element par este 2
sau 4: daca este 2, vom alege sa utilizam cifrele 2 si 4; daca primul element este 4, este
preferabil si alegem cifrele egale cu 3.

« Daci secventa contine toate cifrele > 1, observam ca cifra 6 este din nou o cifra speciali,
fiind o punte de legaturi intre secvente de cifre egale cu 3 si secvente de cifre 2 sau 4. Pentru
5 si 7 vom contoriza numarul de aparitii. Pentru 2, 3, 4, vom partitiona din nou secventa
in subsecvente delimitate de cifra 6, vom rezolva problema pentru fiecare subsecventa si



vom concatena solutiile inserand cifrele egale cu 6 pe pozitiile corespunzitoare. La final
vom alege, evident, varianta pentru care numarul de aparitii este maxim, dar, din nou, la
reconstituirea solutiei minime din punct de vedere lexicografic trebuie sa verificim daca
numarul maxim de aparitii se obtine pentru cifra 5 la egalitate cu solutia obtinutd pentru
cifrele 2, 3, 4, 6. Vom verifica daca prima valoare care apare in solutia cu 2, 3, 4, 6 este
egald cu 6 (caz in care va fi preferabil s folosim cifrele 5, in solutia minim lexicografica).

Solutia 2

Rezolvam problema prin metoda programérii dinamice. Formuldm o subproblema astfel: ,si se
determine lungimea celui mai lung subsir care incepe la o pozitie mai mare sau egald cu i si are
proprietatea de a fi talisman noros (1 < i < N)”.

Vom retine lungimile in vectorul d[], d[i]= lungimea celui mai lung subsir care incepe la
pozitia i si are proprietatea de a fi talisman noros (1 < i < N).

In vectorul next[], vom retine informatii pentru reconstituirea solutiei, next[i] = pozitia
elementului care urmeaza dupi elementul de pe pozitia i, in cel mai lung subsir cu proprietatea
de a fi talisman norocos minim lexicografic (sau 0 dacd nu exista un astfel de element).

Rezolvam subproblemele in ordinea descrescéitoare a dimensiunii acestora, parcurgand vec-
torul de la N cétre 1.

Pentru a calcula cel mai lung subsir cu proprietatea de a fi talisman norocos care incepe la
pozitia i, incercim sa addugam valoarea o[i] unui subsir maximal de la dreapta acestuia; pentru
ca acest lucru s fie posibil, v[i] trebuie si aiba un divizor comun > 1 cu elementul de inceput
al subsirului. Cu alte cuvinte, pentru orice j > i, cu (v[i], v[j]) avand un divizor comun > 1:

d[i] = max(d[i],d[j] +1);

In caz de egalitate, tinem minte in next[i] cea mai micé valoare urmatoare pentru care subsirul
construit cu aceasta si fie maximal. Vom folosi vectorul next pentru a reconstrui solutia minima
lexicografica la final. Dupa finalizarea dinamicii, este suficient sa incepem de la pozitia i pentru
care d[i] e maxim siv[i] e minim, s3 iteram dupa regula i = next[i], si sa afisdm cifrele de pe
toate pozitiile parcurse.

Solutia descrisd mai sus are complexitatea O(N?), dar poate fi optimizata folosind urmatoarea
observatie: este suficient pentru fiecare cifra de la 0 la 7 s& ne uitdm doar la cea mai din stinga
pozitie pe care aceasta apare, pentru a gasi subsirul maximal care incepe cu valoarea respectiva.

E usor de vazut ci acest fapt este adevarat, deoarece, pentru dou pozitii a si b, cu a < b si
v[a] = v[b], subsirul maximal care incepe in a are lungimea cel putin egala cu cea a subsirului
maximal care incepe in b, plus 1.

Putem construi vectorul auxiliar last_pos:

last_pos[c] = ultima pozitie gasiti in iteratie a cifrei c.

Astfel, dinamica devine: d[i] = max(d[i], d[last_pos[c]] + 1), pentru fiecare c intre 0 si 7 cu
(v[i], ¢) avind un divizor comun >1;

La final, last_pos[v[i]] = i.

Acum, in loc sa facem N iteratii pentru fiecare i, vom face maxim 8. Complexitatea finald
este O(N).
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